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El concepto de enseñanza abierta desarrollado por la Open University 
utiliza materiales en forma de libros, películas y cintas magnetofóni- 
cas que el estudiante utiliza fuera de la institución. Sin embargo, es- 
tos materiales también pueden utilizarse dentro de programas tradi- 
cionales. Los componentes de los programas desarrollados por la Open 
University son: 


LIBROS: Todos los libros tienen el mismo formato, y fueron escri- 
tos, diseñados y producidos por especialistas de la Open University. 
La mayor parte de los libros están profusamente ilustrados con dia- 
gramas y fotografías —muchas a colores— y tienen un diseño fácil y 
atractivo para el estudiante. Cada libro contiene objetivos de apren- 
dizaje muy explícitos, y cuestionarios de autoevaluación, así como 
respuestas y comentarios a la autoevaluación, permitiendo así al es- 
tudiante, darse cuenta de su propio progreso. Todos estos libros pue- 
den utilizarse como textos —ya sea en forma individual, o uniendo 
varias unidades— o como material de referencia. 


PELICULAS: Las películas han sido preparadas como material 
suplementario y de refuerzo para permitir al profesor mayor libertad 
de trabajo con cada estudiante. Las películas están en 16 mm, y en 
su mayor parte son en blanco y negro. A la fecha de publicación de 
estos libros sólo están a la venta en idioma inglés. 


CINTAS MAGNETOFONICAS: Al igual que las películas, estas 
cintas fueron preparadas como material suplementario y para ser uti- 
lizadas por el estudiante en su propia casa. A la fecha de publicación 
de estos libros sólo están a la venta en idioma inglés. 


NOTA A LOS MAESTROS: s5e han mantenido todas las referen- 
cias a otros elementos del programa en los materiales impresos, por 
considerarse que no obstaculizan la utilización de los libros como 
textos independientes. Los profesores que no tengan acceso a los ma- 
teriales audio-visuales fácilmente podrán sustituirlos con sus pro- 
pios experimentos o explicaciones. 


Esta obra se imprimió en los Talleres Gráficos de Carvajal £ Cía. 
de Cali, Colombia, en el mes de abril de 1974. Se imprimieron 5000 
ejemplares en papel offset de 90 g/m?. 
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En esta unidad le pedimos realizar un experimento sencillo. 
Será necesario que usted disponga de una baraja de naipes (52 
cartas), un dado y un amigo quien pueda ayudarle con el experi- 
mento. 
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OBSERVACIONES AL ALUMNO 

Al comienzo de cada texto encontrará lo siguiente. 

1. UNA PRESENTACION DE NUESTROS OBJETIVOS en la unidad, la cual puede usar para comprobar si ha completado el 
curso satisfactoriamente. . 

2 UN DIAGRAMA ESTRUCTURAL que le muestra cómo están relacionadas las diferentes secciones de la unidad. El diagrama 
consta de: 
a) cuadros rojos que muestran la secuencia principal. 
b) cuadros negros punteados (a la izquierda del rojo) que le muestran lo que esperamos ya sepa antes de fijarse un estudio 

detallado. 

e) cuadros negros (a la derecha del rojo) que le ayudan a escoger temas que puede posponer u omitir si tiene poco tiempo. 

3. UN GLOSARIO de las definiciones, notaciones, etc., usadas en la unidad como referencia inmediata. 

4. UNA BIBLIOGRAFIA de los libros que puede consultar cuando haya acabado el trabajo de la unidad. 

5. CONCLUSIONES Y RESUMEN del trabajo realizado al final de cada texto. 


NUMERACION E INDICADORES 

Dentro de cualquier sección nos referimos a los temas por medio de un número. Al referirnos al mismo tema en otra sección, citamos 
cuatro números: número de la unidad, número del capítulo o parte, número de sección y número del tema. Por ejemplo, “Ecuación 3” 
si aparece en la misma sección, y “Ecuación 4.3.1.3”, si está en otra sección. Los tres primeros números se citan en la parte superior 
de la página. Creemos que este es un sistema claro y fácil para consultar cualquier tema. Los indicadores serán una guía valiosa 
y le ahorrarán tiempo. 

En la margen derecha del texto hemos tratado de indicar la clase del material. Los términos usados son tan claros que no necesitan 
explicación. Por ejemplo, “Discusión” significa que una vez que haya entendido el tema, no necesita de nuevo recurrir a esta parte 
del texto. Estos INDICADORES tienen por objeto ayudarlo a localizar rápidamente las partes importantes cuando esté repasando 
o tenga que omitir parte del texto por falta de tiempo. 

También hemos tratado de indicar la importancia de los temas por el sistema de estrellas. : 
*** Esto es muy importante. Usted debe entenderlo claramente. En algunos casos lo usará con tanta frecuencia, que se familiari- 
zará con ello sin necesidad de memorizarlo deliberadamente. El punto principal de este curso es no aprenderse los datos de me- 
moria; nosotros creemos que es más importante que entienda el trabajo y sea capaz de aplicarlo en la solución de los problemas. 
**x Este es de menor importancia, pero tiene material al cual nos referiremos más adelante. 

x* Esto generalmente no lo guía a trabajos adicionales en este curso y lo puede omitir si tiene poco tiempo. 

Ml Indica el final de cada ejemplo, ejercicio o solución. 


Objetivos 


Esta unidad tiene dos objetivos principales: familiarizarlo a 
usted con los métodos de presentación y resumen de la infor- 
mación tabulada, e introducirlo al concepto de probabilidad. 


Tras haber estudiado esta unidad, usted debe: 


(i) Presentar un conjunto de información tabulada en la for- 
ma más apropiada. 

(ii) Exponer las ventajas y desventajas del uso de diagramas 
de barras, diagramas de columnas, pictogramas, diagramas 
circulares, histogramas' y polígonos de frecuencia, en la 
presentación de la información. 

(111) Señalar las causas por las cuales cierta presentación de la 
información puede llevar a una interpretación errónea, y 
sugerir los medios para vencer este obstáculo. 

(iv) Definir con sus propias palabras los siguientes términos: 

Media aritmética. 
Mediana. 
Desviación media. 
Desviación estándar. 
Varianza. 

(v) Calcular la media aritmética, la mediana, la desviación 
media y la desviación estándar de una serie de datos usando 
los “métodos cortos” cuando sea apropiado. 

(vi) Decidir cuál estadística es la más útil para sintetizar una 
serie particular de datos. 

(vii) Explicar, como resultado de su experiencia personal, el 
significado de los vocablos: serie aleatoria, probabilidad. 
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Un resultado que no se puede predecir con an- 
terioridad se llama aleatorio. 


La desviación media de un conjunto de nú- 
meros (x1, X2, ..., Xn] es 


doride m es la mediana de (xi, x2, ..., Xn). 


La desviación estándar- de un conjunto de nú- 
meros es el valor positivo de la raíz cuadrada 
de su varianza. 


Véase la página 9. 


Véase la página 2. 
Véase la página 7. 


Un ensayo es un experimento cuyo resultado 
no es necesariamente el mismo cada vez que se 
repite. 


Un evento es el conjunto de posibles resulta- 
dos de un experimento. 


La frecuencia de un elemento de la informa- 
ción es el número de veces que dicho elemento 
aparece en la información. 


La frecuencia relativa de un evento E en una 
serie de ensayos es la relación: 


número de veces que E ocurre 
número de veces que el ensayo se repite 


Véase la página 10. 


Un conjunto de datos es un conjunto cuyos 
elementos (no necesariamente de tipo numé- 
rico) se usan como base en una inferencia. 


Véase media aritmética. 


La media aritmética (o simplemente media) 
de un conjunto de números 


AX Xz5 00 Xp es X=-(x, +X2+:* + Xp). 


La media armónica de un conjunto de núme- 
ros positivos |x1, Xz, ., Xn] es h donde 


La media geométrica de un conjunto de núme- 
ros positivos |x,,x2,...,Xn | es 


Y) A 
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MEDIA PONDERADA 


MEDIANA 


MEDIDA DE 
DISPERSION 


MEDIDA DE LA 


TENDENCIA 
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MODA 


PICTOGRAMA 


POLIGONOS DE 
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VARIANZA 


La media ponderada de los números x,, xz, 
--3 Xn, con ponderaciones w;, W2, ..., Wr 
respectivamente es 


W;¡X; Ah wW2X2 E y WXn 
Wii Mane WE 


La mediana de un conjunto con un número 
impar de elementos es el número que ocupa la 
posición central, cuando los elementos del 
conjunto están ordenados de acuerdo con su 
magnitud. La mediana de un conjunto de nú- 
meros con un número par de elementos es la 
media aritmética de los dos números que ocu- 
pan la posición central, cuando los elementos 
del conjunto están ordenados de acuerdo con 
su magnitud. Si x,, X2, ..., X2n+1 Son nú- 
meros ordenados de acuerdo con su magnitud, 
entonces la mediana de |x,, xz, 
es xn+1, y la mediana de |x1, x2, .. 
ha + Xp+1). 


«y X2n+1 j 
“Ñ Xan | es 


Una medida de dispersión es aquella que indi- 
ca la forma como los datos se esparcen alrede- 
dor del “centro”. 


Una medida de la tendencia central es aquella 


que indica el “centro” de un conjunto de 
datos numéricos; por ejemplo: la media arit- 


_mética; la mediana; y Blimoda. 


La moda de un conjunto de números es aquel 
número que se repite con más frecuencia en el 
conjunto. 


Véase la página 9. 


Véase la página 15. 


La probabilidad de un evento A está asociada 
con la frecuencia relativa de A en una serie 
de ensayos; este concepto no se define de una 
manera formal en este texto. 


El rango de un conjunto de datos numéricos 
es la diferencia entre el máximo y el mínimo 
de los números. 


La varianza de un conjunto de números [x;, 
Lós »c a ] e 


donde x es la media aritmética de [x1, xz, 
«+ Bo de 
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Notación 


Los símbolos se presentan en el orden en que aparecen en el 
texto. 


Xx La media aritmética de un conjunto de números [x;1, x2, 
E de 
m, La mediana de un conjunto de números E A 
s La varianza. 
s La desviación estándar. 
Se La desviación estándar de un conjunto de números | x,, 
X2 ..-3 Xn de 
. . . 
Bibliografía 


M. Bruckheimer y A. Steward, Index Numbers (Chatto and 
Windus 1970). 


Este librito tiene un número variado de representaciones gráfi- 
cas interesantes tomadas de situaciones de la vida real. El 
cálculo de la media, varianza y desviación estándar se expone de 
manera clara y se ilustra con ejemplos. 


M. R. Spiegel, Outline of Theory and Problems of Statistics 
(Schaum 1961). 


El lector hallará este libro de gran utilidad; tiene varios proble- 
mas resueltos. Se recomiendan los siguientes capítulos por su 
relación con esta unidad. 


Capítulo 1 y 2 representación gráfica. 


Capítulo 3 discute la media aritmética, la mediana y la moda, 
así como la relación existente entre la media aritmética y la 
geométrica. 


Capítulo 4 relativo a las medidas de dispersión tales como la 
desviación estándar y la varianza. 


Capítulo 6 trata los elementos básicos de la teoría de la pro- 
babilidad. 
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16.0 INTRODUCCION 

MA: AENA 

En el Curso Básico de Matemáticas se dedican tres unidades a 
la probabilidad y estadística. Como parte del cuadro general de 
la matemática y sus aplicaciones es necesario en este momento 
incluir tales temas; de hecho varios cursos de matemática a 
nivel “0” y “A” incluyen el tratamiento de la probabilidad y 
la estadística. Es posible sin embargo que el lector no haya 
tropezado aún con este tema de una manera rigurosa. Precisa- 
mente por ello y para seguir un procedimiento lógico, lo tratare- 
mos desde su origen mismo. 


Desde el punto de vista académico, no pretenderemos desarro- 
llar la teoría de la probabilidad tanto eu el intentar dar 
respuesta a la pregunta: “¿Qué es probabilidad?”. El El concepto 
de probabilidad lo presentaremos al final de esta unidad; en la 
Unidad 18 explicaremos el comportamiento de la probabilidad 
desde un punto de vista más teórico. En la Unidad 21 inten- 


taremos dar respuesta a la pregunta “ “¿Qué es estadística?”. 


Es conveniente dar un vistazo al desarrollo histórico. de esta 


materia, ya que ella ha tenido un desenvolvimiento diferente 
al del resto de las _ matemáticas. La geometría fue desarrollada 
y estructurada [ por los griegos hace 2000 años. El álgebra, ya co- 
nocida por los griegos, había progresado en el siglo XVI con la 
solución de ecuaciones cúbicas y de cuarto grado. El cálculo 
fue desarrollado independientemente alrededor de 1670 por 
Newton y Leibniz; la mecánica, junto con las leyes de gravita- 
ción, se originaron en el trabajo realizado por Newton. Los nú- 
meros complejos eran ya conocidos en 1550, y antes de los albores 
de este siglo, la teoría de funciones se hallaba bien avanzada. 
¿Durante todo este tiempo dónde estaba la probabilidad y la 
estadística? 


Brevemente la situación era la siguiente: En épocas de Fermat 
y Pa Pascal (siglo XVII), se empezó a aplicar matemáticas a los 
juegos de azar, y se comenzó a postular los primeros principios 
de la teoría probabilística. Karl Pearson fue tal vez la primera 
persona que se interesó en el estudio sistemático de : temas esta- 
dísticos. nes en el siglo actual se_ estuvo en capaciónd 
etapa la o auta. sobresaliente fue R. A. Fisher dico de 
fama internacional quien desempeñó la cátedra de genética en 
la Universidad de Cambridge). A pesar de estos avances, el pri- 
mer trabajo coherente sobre la teoría relativa a la prueba de 
significación (una de las ideas más importantes en estadística), 
cuyos autores fueron J, Neyman y E. S. Pearson, sólo apareció 
hasta 1936. 

A partir de allí el progreso ha sido notable. En forma tal que hoy 
es común, para los peritos, el obtener su especialización dentro 
de esta materia. 
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16.1 INFORMACION , 16.1 
PA 8 a 
—_16.1.1 Presentación de la información 16.1.1 


La palabra “estadística” tiene varios significados. Frecuente- Introducción 
mente se refiere al análisis de información; pero también se a 
refiere a la información misma. Por tanto es común decir, “¿Ha 

visto las últimas estadísticas?” o posiblemente “¿Cuáles son 

sus estadísticas vitales?”. Antes de estudiar la información, 

debemos recolectarla, luego la organizamos y la presentamos en 


forma tal que sobresalgan sus características distintivas. Ini- 
ciaremos nuestro estudio de la estadística y probabilidad con 


un vistazo a algunas de las técnicas de presentar la información. 


Diagra ma de barras 


Ejemplo 1 Ejemplo 1 


Las personas admitidas por primera vez a casas de observación 
siquiátrica en Maryland durante el año de 1960 se clasificaron 
de acuerdo con su posición en sus respectivas familias. Los 
datos consignados abajo corresponden a pacientes cuyas fami- 
lias estaban constituidas por dos miembros solamente, y el nú- 
mero de pacientes en cada categoría de la clasificación está 
dado en unidades por cada 100.000 de tales familias existentes 
en Maryland. El número de pacientes en cada categoría se llama 
la frecuencia de la categoría. Definición 1 


h hh * 


Frecuencia 
Categoría del paciente por 100.000 


Varón jefe de familia 

Mujer jefe de familia 
Esposa del jefe de familia 
Hijo o hija menor de 18 años 
Hijo o hija mayor de 18 años 
Otra clase de parentesco 


La tabla muestra que 0,24% de las familias de 2 miembros en 
Maryland tienen un varón jefe de familia con una primera ad- 
misión en 1960, etc. La tabla de por sí es una forma de presentar 
la información, pero constituye tan sólo una de las múltiples 
formas de hacerlo. También podemos atacar el problema anterior 
por medio de un grabado o una gráfica. Algunas gráficas pueden 
dar mayor idea acerca de las características sobresalientes de 
la información. Una clase de gráficas utilizadas son conocidas 
con el nombre de gráfico de barras y diagrama de barras, El dia- 
grama de barras presentado a continuación, representa la mis- 
ma información contenida en la tabla anterior; sin embargo, el 
lector estará de acuerdo con que aquel lo hace en una forma 
más llamativa. 

Es importante dar un nombre a los dos ejes a fin de que el lector 
pueda interpretar fácilmente la información presentada. Algu- 
nas veces se hace necesario utilizar una frase recortada por 
razones de brevedad; si tal es el caso, dicha, frase debe ser clara- 
mente definida dentro del texto explicativo de la gráfica (v. gr. 
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“población estudiada”). No es necesario que las barras sean rec- 
tangulares como en ell ejemplo; pero deben resaltar suficiente- 
mente como para llamar la atención. La distancia entre barra y 
barra no tiene importancia en este caso, pero para cierta clase 
de información debe ser determinada. 


* Ejercicio 1 Ejercicio 1 
A : , ] (3 minutos) 
Las cifras a continuación se refieren a los admitidos por primera 


vez en casas de observación siquiátrica en Maryland durante el 
año de 1960, y cuyas familias constaban de 6 ó más miembros. 


Frecuencia 
Categoría del paciente por 100.000 


Varón jefe de familia 

Mujer jefe de familia 
Esposa del jefe de familia 
Hijo o hija menor de 18 años 
Hijo o hija mayor de 18 años 
Otra clase de parentesco 


Dibuje un diagrama de barras para esta información, y comente 
brevemente sobre: 


(i) Características distintivas; 
(ii) Cualesquier diferencia que presenta con respecto al caso de 
familias de dos miembros. a 


3 
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Posición del paciente con relación al jefe de la familia 


(i) Un punto obvio es el predominio de las mujeres jefes de fa- 
milia. Los hijos o hijas menores de 18 años constituyen un 
grupo relativamente pequeño. Entre las demás categorías no 
existe mucha variación. 

(ii) El cambio notable lo constituye el aumento del grupo de 
jefes de familia tanto los varones como las mujeres. Equili- 
brando este aumento se observa un descenso de los grupos 
de dependientes ya sean hijos u otra clase de parentesco. 


L 
Trunca mientos Discusión 
* * 
¿Existen algunos trucos? 
Primero, considere un grupo de números los cuales se hallan 
próximos a un valor común cuya magnitud es grande; en estos 
casos los autores suelen economizar espacio mediante un recorte 
de escala en el eje vertical. 
Ejemplo 2 Ejemplo 2 


La escala incompleta no es errónea si (i) el autor realmente in- 
tenta economizar espacio más que tratar de engañar al obser- 
vador, y (ii) el lector lo hace permisible. Esta segunda adverten- 
cia es más fácil establecerla que ejecutarla; en algunos casos 
volver a dibujar la gráfica uno mismo (si ello es posible) dará una 
impresión justa. 


4 
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Nótese cómo se incluyeron las línea discontinuas para llamar la 
atención sobre la escala vertical incompleta. 5 


Ejemplo 3 

Un ejemplo de un diagrama que podría dar una información 
errónea se incluye abajo. Se trata de presentar la misma infor- 
mación dada por el diagrama del ejemplo 2. Sin embargo, como 
las líneas discontinuas y la escala del eje vertical han sido omi- 
tidas, nadie podría culparnos por pensar, basados en la observa- 
ción de la gráfica, que por ejemplo las deudas en libras esterlinas 
en 1951 eran cerca de ocho veces mayores que las correspondien- 
tes a 1946. Tal conclusión, desde luego, es falsa. Esta es la clase 
de distorsión, al presentar la información, contra la cual debe- 
mos estar prevenidos, y siempre deberemos tener cuidado al 
interpretar tales diagramas y gráficas. 


Deudas del Reino Unido el 31 de diciembre de cada año, en libras esterlinas 
4,4 


Millones de libras 


1946 1947 1948 1949 1950 1951 1952 
Años 
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Ejemplo 3 


Ejercicio 2 


Si usted fuese un director administrativo sin escrúpulos, usaría 
una escala incompleta para mostrar 


(i) ¿las cifras crecientes de ventas? 
(11) ¿las cifras decrecientes de ventas? led 


Los espacios entre las columnas del diagrama de barras que pre- 
senta las deudas en libras esterlinas eran (correctamente) todos 
iguales, reflejando el hecho de que los eventos ocurrieron a inter- 
valos iguales en el tiempo. El siguiente ejemplo muestra cómo 
un diagrama de barras puede llevar a una interpretación errónea 
si los espacios entre las barras no reflejan el intervalo que re- 
presentan. 


Ejemplo 4 


Niños muertos menores de un año por 1000 
nacidos vivos (Reino Unido) 


1910 110 
1920 82 
1930 67 
1940 60 
1942 53 
1944 48 
1946 43 
1948 36 
1950 31 


Si ignoramos los espacios desiguales entre los eventos al dibujar 
el diagrama de barras, se obtiene lo siguiente: 


Muertes por 1000 nacidos vivos en el Reino Unido 


120 

100 

“ 80 

o 

AS 

o 

El 

2 60 

40 

, ¿ 
1910 1920 1930 1940 1942 1944 1946 1948 1950 

Años 


Por otra parte, si se distribuyen los años de acuerdo con su dis- 
tanciamiento cronológico se obtiene el siguiente diagrama 
cuyo efecto visual es bastante diferente del anterior. 
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Ejercicio 2 
(2 minutos) 


Discusión 
* * 


Ejemplo 4 


Muertes por 1000 nacidos vivos en el Reino Unido 


91 20 30 


O 40 42 4446 48 50 
Años 


Muertes 


1 


Diagrama de columnas 


Si cada una de las cifras (o frecuencia) representadas es la suma 
de varios componentes, puede ser de interés el mostrar la ma- 
nera como dichos componentes contribuyen al total y a las 
variaciones. Si partimos la barra en columnas verticales (rec- 
tángulos), podemos representar los diversos componentes colo- 
reando o rayando en forma diferente las partes constitutivas 
de la columna. Tal gráfica será llamada un diagrama de colum- 
nas. (Sin embargo, no hay dos autores, que parezcan estar de 
acuerdo en la nomenclatura). . 


Ejemplo 5 


El diagrama, abajo, representa el número de personas condena- 
das por delitos contra la ley en Inglaterra y Gales, de acuerdo 
con la naturaleza del delito. Las cifras de la tabla están dadas 
en miles. 


Delitos Delitos 
Delitos no contra la Total de 
propiedad delitos 


Representado en un diagrama de columnas, se obtiene: 
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Ejemplo 5 


(continúa en la página 8) 
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Solución 2 


Solución 2 


(i) Sí Como los cambios se producen en la dirección “correcta”, 


que usted las fuera a presentar a las autoridades encargadas 


usted procurará darles el mayor énfasis posible (a menos 
de los impuestos). 


Por ejemplo, 


VENTAS 


da una mejor impresión que 


VENTAS 


(ii) No, por la razón opuesta a la indicada anteriormente. 


(viene de la página 7) 


¡55555555555 
¡SSSSS55555SS 
¡55555 
¡55555555555 
¡5555555555 
¡€EKSSÓ 
¡SS55555S5 
1 SSS555S5SS5 
LL ASS 
LISIS 
g $ 


sej1w us soy1eg 


8-3 A 9 


Delitos contra 
la propiedad 


49 
O 


48 
Años 
777 Delitos no 


47 
Y 
Z procesables 


46 


45 


1943 44 
procesables 


Delitos 
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Otra manera también de presentar la información la constituye 

el uso de pictogramas. Consiste en el dibujo de objetos o cari- 

caturas de ellos. 

Ejemplo 6 Ejemplo 6 


La tabla siguiente incluye la producción anual de una fábrica 
de tubos electrónicos, durante cuatro años. 


io e 


ws ( Q 0 


Producción de tubos de la fábrica 


( ] representa 1000 tubos) E 
Hemos discutido varios métodos de presentar la información; Tema principal 
aparentemente ellos usan muy pocas matemáticas. Pueden ser *.o* 


interpretados, sin embargo, en términos de un concepto mate- 
mático básico: el de función. Por ejemplo, nos fue dada una fun- 
ción que hacía corresponder cada uno de los años dados a la 
deuda en libras esterlinas del Reino Unido. En cada caso, el 
dominio de la función era algún subconjunto del conjunto de los 
números reales (por ejemplo los números correspondientes a los 
años) o un conjunto de categorías (por ejemplo, varones jefes 
de familia); el codominio era un conjunto de números: un con- 
junto de frecuencias. La escogencia del dibujo de las gráficas de 
estas funciones fue más una cuestión de diseño que de matemá.- 
ticas, sin embargo, vimos que la elección de una gráfica inapro- 
piada puede llevar a una interpretación errónea. 


Consideramos ahora otras dos maneras de presentar la infor- 
mación, las cuales requieren que esta sea previamente procesada. 


Diagramas circulares 


Se usan los diagramas circulares cuando se considera una 
correspondencia cuyo dominio contiene un número pequeño 
(menos de 8 en general) de elementos. La frecuencia de cada 
elemento (esto es, su imagen bajo la correspondencia) se expresa 
como un porcentaje de la suma de las frecuencias de todos los 
elementos en el dominio, y este porcentaje se representa, a su 
vez, como un sector de un círculo. Si un elemento del dominio 
ocurre con frecuencia del Q% entonces el ángulo correspondien- 
O x 360 
100 
gitud del arco correspondiente al sector y el área del sector dan 


te al sector es igual a grados, de tal manera que la lon- 
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juntos una representación visual de la frecuencia de dicho ele- 
mento. 


Puesto que usamos todo el círculo para presentar la información, 
se acostumbra a utilizar un diagrama circular solamente cuando 
el dominio es “cerrado”. Como en el caso del ejemplo 6 si la 
fábrica estuviera activa después de 1950 (o antes de 1947), no 
sería el caso de usar un diagrama circular. Sin embargo, si estu- 
vo en operación sólo los cuatro años indicados en la tabla, en- 
tonces el diagrama circular se puede utilizar. La información 
del ejemplo 1, por otra parte, es “cerrada”; todas las categorías 
de pacientes han sido incluidas, por tanto se puede utilizar un 
diagrama circular. 


Ejemplo 7 


Un conjunto de 100 balotas coloreadas está compuesto por tres 
conjuntos A¡, Az, Az, con 55 balotas blancas, 25 rojas, y 20 
negras respectivamente. El diagrama circular correspondiente 
se observa abajo. 


po) 


El área de cada sector es proporcional al número de balotas 
del color indicado para cada conjunto A, Az, Az. 


A, subtiende un ángulo de 198” con vértice en el centro. 
A2 subtiende un ángulo de 90” con vértice en el centro. 
Az subtiende un ángulo de 72” con vértice en el centro. 


Histogramas 


En un sentido el histograma puede ser considerado como una 
extensión del diagrama circular, puesto que también utiliza 
áreas para representar las frecuencias; pero, en general, necesita 
escoger un número conveniente de grupos en los cuales los ele- 
mentos del dominio van a ser distribuidos. Representamos cada 
uno de estos grupos mediante un rectángulo de tal manera que 
la frecuencia remplazada por un rectángulo es proporcional al 
área del rectángulo. En nuestra primera explicación se verá que 
es conveniente elegir el mismo ancho para los rectángulos de 
tal forma que el área sea proporcional a la altura; sin embargo 
en el segundo ejemplo encontraremos que es apropiado escoger 
diferentes anchos para la base de los rectángulos. Suponga que 
tenemos las edades (en alguna fecha de referencia) de unas 
1.800.000 personas. ¿Cómo se puede representar la distribución 
de edades resultante? Podríamos usar el eje de las x para repre- 
sentar cada una de las personas y el eje y para representar las 
edades. Como resultado de esta solución se tendrían 1.800.000 
barras, pero el diagrama de barras obtenido por este medio sería 
confuso más bien que informativo. 
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Ejemplo 7 


Una forma de salir airoso en esta dificultad sería agrupar la in- 
formación. En bien de la claridad de presentación abandona- 
mos la idea de representar cada una de las edades exactas de 
los individuos y simplificamos nuestra descripción de la infor- 
mación. En su lugar, dividimos el rango de las posibles edades 
en intervalos de edades: o sea, menos de 5 años, entre 5 y 10 
años, etc., y los consideramos como un grupo al cual pertenecen 
cada una de las edades individuales. Es necesario adoptar un 
criterio para clasificar aquellos individuos cuyas edades indivi- 
duales sean exactamente iguales a la edad marcando el límite 
del intervalo, por ejemplo, alguna persona cuya edad era 5 años 
exactamente el día que aquellas fueron registradas. Cuando lo 
anterior ha sido establecido se puede utilizar el método del 
diagrama de barras para presentar completamente la informa- 
ción simplificada de tal manera, mediante el uso del número de 
personas incluidas en cada grupo. 

En lugar de presentar las barras separadas, como en los casos 
anteriores, ampliamos cada barra al tamaño de un rectángulo, 
y hacemos uso de sus lados para mostrar el ancho de los inter- 
valos de los grupos utilizados y por ende haciendo que los rec- 
tángulos se toquen. Siempre que el intervalo de todos los grupos 
sea de igual ancho, las áreas de las barras son proporcionales 
a sus respectivas alturas y esto da como resultado que el diagra- 
ma de barras se convierta en un histograma como fuera defini- 
do arriba. 


Ejemplo 8 


Una agrupación tal como la descrita anteriormente ha sido lle- 
vada a cabo para la población obrera masculina de Ghana en 
1960 (edades 15 a 65 años), las cifras son: 


Número en el grupo 
aproximado al 1000 
(en miles) 


En este caso, cualquier persona cuyo cumpleaños coincidió con 
el día del registro, y cuya edad era uno de los límites de los in- 
tervalos, se incluyó en el grupo inmediatamente superior. Así 
por ejemplo, una persona con 25 años en la fecha del registro 
estará incluida en el grupo 25-30 años. (Esto no tiene una gran 
importancia en este ejemplo, ya que las cantidades de todas 
maneras han sido aproximadas al 1000.) 


El histograma correspondiente se verá así: 
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Ejemplo 8 


07] 
¿9 
E 
$ 
> 180 
5 
o 160 
3 
o 10 
Ej 
5 120 
5 1500 
5 
o 80 
E 
5] 60 
z 
40 
20 
[0] 


5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 
Grupos de edad | 


La diferencia esencial entre un diagrama de barras y un histo- 
grama consiste en que este último se usa solamente para repre- 
sentar información que consta de números sobre una escala 
continua (por ejemplo, el peso de una balinera). En consecuen- 
cia tendremos rectángulos a lo ancho de, digamos, a hasta b 
sobre el eje de las x que representan los números cuyas lecturas 
se hallan entre a y b. 


Una de las diferencias de representación entre los histogramas 
y los diagramas de barras consiste en que el histograma repre- 
senta la frecuencia mediante áreas que le son proporcionales, y 
en el diagrama de barras es la altura de la barra la que es propor- 
cional a la frecuencia. Aclaremos este punto mirando nueva- 
mente el ejemplo 8. Supongamos que los grupos de edades 15-20, 
20-25 y 25-30 se combinan en un solo grupo 15-30 y conservamos 
los demás sin cambiarlos. La nueva frecuencia será 276 + 268 + 
279 = 823, la cual resultaría en un diagrama de barras que se 
saldría de la página si se utilizara la escala del diagrama utili- 
zado arriba, y si tomamos un rectángulo con el ancho igual al 
de los otros para representar este grupo triple. Pero esta no es 
la razón por la cual rechazamos el diagrama de barras. El motivo 
es que al construir nuestro conjunto de tres grupos de edades, 
obtenemos un gran rectángulo cuya base es tres veces mayor 
que la de los rectángulos originales. Si sumáramos las alturas 
obtendríamos algo equivalente a tres veces la altura de uno de 
los rectángulos originales, por tanto el área del rectángulo gran- 
de sería aproximadamente nueve veces mayor que la del rec- 
tángulo original. Cuando se comparan rectángulos como lo hace- 
mos aquí en forma automática, es el área (más bien que la altura 
por sí misma) la que conlleva la impresión de magnitud. Para 
que el área del rectángulo grande sea igual a la suma de las áreas 
de los tres rectángulos originales (sabiendo que estos rectángu- 
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los más pequeños tienen bases iguales debemos tomar una altura 
que no es 823, sino más bien $32, el promedio de las alturas in- 
dividuales. El histograma resultante se puede apreciar abajo 


280 


Número en un grupo de edad (en miles) 
B 
O 


40 
20 


5 100 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 
Grupos de edad 


Este da la misma impresión que en la gráfica anterior. El his- 
tograma por consiguiente, es menos sensible que el diagrama de 
barras a la selección de los intervalos de los grupos; y se puede 
en consecuencia confiar que da las características intrínsecas 
de la información más que una característica meramente acci- 
dental de la información procedente de la selección de los inter- 
valos. De hecho en casi todos los casos de información del tipo 
continuo, el histograma da una mejor presentación que la 
_ correspondiente al diagrama de barras. 


Algunas veces los datos se extienden en demasía hacia uno de 
los extremos de la escala y pueden aún presentarse rectángulos 
que no se hallan conectados con los otros en un histograma. 
Por ejemplo, si tomamos el histograma de edades correspondien- 
tes a una parroquia pequeña, se puede dar el caso de una persona 
cuya edad es 102 años y que las demás no tengan más de 93 
años. En este caso el rectángulo correspondiente a la persona 
con 102 años se hallará aislado de los demás. En un plazo de 5 
años esta persona habrá probablemente muerto, y el histograma 
para ese entonces estará constituido por rectángulos conexos, 
o la forma de su perfil habrá cambiado muy poco. Como quiera 
que tratamos de exhibir patrones representativos más que efec- 
tos debidos al azar, será más razonable agrupar toda la infor- 
mación más allá de cierto punto en un solo grupo (más ancho 
que los demás si es necesario). 


Ejercicio 3 


Las siguientes son cifras hipotéticas de la población de pensio- 
nados de una pequeña parroquia inglesa: 
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Ejercicio 3 
(3 minutos) 


(i) Dibuje el histograma correspondiente a los datos inclui- 
dos arriba. 

(ii) Para evitar el rectángulo aislado de la derecha, dibuje el 
histograma nuevamente, utilizando la siguiente agrupa- 
ción: 

65-70 
70-75 

75-80 

80-100 


(iii) Suponga que, debido a un descuido o falla de la memoria, 
el habitante más anciano no tiene 96 años como se supuso, 
sino sólo 94. Será posible ahora adoptar un sistema de 
agrupación un poco diferente al utilizado en (ii). ¿Cómo 
se verá el histograma apropiado para este caso? pR 


Hemos visto que, antes de dibujar un histograma, es necesario 
tomar una decisión sobre la manera como se van a evitar los rec- 
tángulos aislados, si ellos ocurren. O se pueden dejar aislados, 
o se pueden combinar con otros en grupos más anchos. Cuando 
la información ha sido ya agrupada, es necesario decidir cómo 
se van a escoger los grupos. 


Suponga que un físico ha llevado a cabo un experimento, para 
medir la velocidad de la luz, 50 veces. En cada prueba él obtiene 
un resultado ligeramente diferente, y desea dibujar un histogra- 
ma de los resultados con el fin de examinar la exactitud del ex- 
perimento. Si utilizó una agrupación muy detallada, cada inter- 
valo contendrá 0 ó 1 lectura, y tendrá 50 rectángulos de igual 
altura (diferente de cero). Ello producirá un patrón de densidad 
pero no de forma. En el extremo opuesto, una agrupación muy 
simplificada, obtendría tan sólo dos rectángulos, que de nuevo 
daría muy poca idea del modelo. Entre estos dos extremos “de- 
masiado detalle” y “demasiada simplificación” espera hallar un 
intermedio que sea más razonable. 


Ancho de la clase 


Número de resultados 
en cada clase 


Velocidad 


Agrupación muy detallada de ta de 
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Discusión 
* 
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Intervalo razonable Velocidad 
de la luz 


Algunas veces un simple vistazo a la información es suficiente 
para poder decidir cuál es el histograma apropiado que se debe 
dibujar. Algunas veces sólo es posible un proceso de ensayo y 
error; esto es, dibujamos un histograma y si luce inadecuado, pro- 
cederemos a dibujar otro hasta obtener el adecuado. 


Polígonos de frecuencia 


Una objeción a los histogramas se basa en que los bordes supe- 
riores de los rectángulos dan la impresión de discontinuidad 
en la información. Una manera de remover esta discontinuidad 
de la gráfica se lleva a cabo marcando los puntos medios de los 
lados superiores de los rectángulos y luego conectándolos con 
líneas rectas, formando un polígono. La figura obtenida de tal 
forma se llama un polígono de frecuencia; en esta gráfica los 
rectángulos desaparecen. 


Ejercicio 4 


(i) Dibuje el polígono de frecuencia correspondiente a la infor- 
mación del ejemplo 8. 

(ii) ¿El área bajo el polígono entre 30 y 35 años, le dice algo 
acerca de la frecuencia de edades entre los 30 y 35 años? MW 


Si el conjunto de datos es muy extenso, y es posible tomar una 
agrupación bien detallada (por ejemplo bases muy delgadas), el 
polígono de frecuencias se aproxima más y más a una curva. El 
histograma correspondiente lucirá como los rectángulos usados 
en cálculo para definir el área bajo una curva. La diferencia es 
que en cálculo se procede de la curva hacia los rectángulos, mien- 
tras que aquí procedemos en el sentido contrario; estamos deri- 
vando una curva a partir de los rectángulos. 
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Ejercicio 4 
(2 minutos) 
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Solución 3 


Solución 3 


(1) 
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Grupos de edad 


(ii) 
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(iii) 
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16.1.2 Medidas numéricas : 16.1.2 
— Introducción Introducción 


Dado un conjunto de datos estadísticos, hemos discutido varias 
maneras de presentar la información sobresaliente. Algunas 
veces deseamos comparar varios conjuntos de datos. Para llevar 
a cabo esto, podemos, por ejemplo, comenzar por construir los 
histogramas correspondientes, pero permanece el problema: ¿cómo 


se puede contrastar los histogramas de una manera objetiva? 


Si_es posible, desearíamos obtener un solo número que repre- 
sente de alguna manera toda la información. Entonces, para 
comparar dos conjuntos de datos, solamente necesitaríamos 
comparar los dos números que los representan. De hecho, aún 
una representación burda de los conjuntos de d datos requiere dos 
números. 


incluido a continuación. 


frecuencia 


Un Zn número se hace necesario para indicar la posición del “cen- 
tro” del histograma (conjunto de datos), y otro para dar una 
medida de la manera como se “ubican” alrededor del centro. 


Existen varias s formas de definir tales números. En esta sección 


Consideramos en primer lugar varias formas de definir un nú- 


mero tal que represente el “centro” de un conjunto de números 
dados. Se llama medidas de la tendencia central a los nuevos Definición 1 
_números definidos. > a 


-—— La media aritmética Tema principal 
__ _ _ ___ AA 


Dado un conjunto* de n números, [x,, xz, Xn |, el nú- 
mero x se define como la media aritmética del conjunto de Definición 2 


números, donde *. ok * 
n 
i=1 
APA 
í también suele llamarse la media de un conjunto o 


La E Esta medida se denomina a menudo el promedio.) 


ST. 


; — 


1 
La + Xq + + 


*En la Unidad 1, Funciones, hicimos notar que, cuando se enumeran los ele- 
mentos de un conjunto, los elementos repetidos sólo se anotaban una vez. 
“Repeticiones” en aquel entonces significaba “repeticiones innecesarias”, 
esto es, repeticiones que no aportaban información adicional. En n estadística, 
sin embargo, una medida cuyo valor se repite dos veces o más, sí aporta 


nueva información y, por tanto, los x, pueden no ser todos diferentes. (continúa en la página 18) 
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Solución 16.1.1.4 Solución 16.1.1.4 
() 


Individuos en un grupo de edad-Grupos (en miles) 
ovss388833288333B 


5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 
Grupos de edad 
Polígono de frecuencias de las edades de varones 
de Ghana (población obrera) 

(ii) Sí. Sean A, B, y C los vértices del polígono de frecuencias 
correspondiente a las fajas 25-30, 30-35, y 35-40 respectiva- 
mente. A, B, y C están casi en línea recta; por tanto el área 
bajo el polígono comprendida entre 30 y 35 es casi igual a 
la de los rectángulos cuyas bases van de 30 a 35 y cuyo borde 
superior pasa a través de B. 


30 35 


Este rectángulo forma uno de los componentes del histograma 
original; por tanto su área representa (en la misma escala) la 
frecuencia del grupo de 30-35 años. En consecuencia el área 
bajo el polígono de frecuencias representa aproximadamente la 
misma frecuencia. Po] 


(viene de la página 17) 


Ejemplo 1 


Los salarios de 20 mujeres trabajando en un departamento de 
un cierto almacén se incluyen en la tabla siguiente: 
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Valor del salario] Número de 
por persona (£)| personas 


Si denotamos las mujeres del ejemplo por los números 1, 2, ..., 20, 
y el salario de la n-ésima mujer por xn; la definición dada de 
media aritmética dará como resultado el salario medio de las 


20 mujeres: 
EE Xi + X q. + X20 
x=f£ 
20 
ap rr 6+8x7+4x84+2x9+41x11+1x12 
20 
= £7,60 Ea] 
Ejercicio 1 Ejercicio 1 
. % a A : (2 minutos) 
Indique cuándo las siguientes afirmaciones son ciertas o falsas 
(i) Dado un conjunto de números, uno de 
ellos debe ser igual a su media aritmética. CIERTO/FALSO 
(ii) La media aritmética de un conjunto de 
números debe hallarse entre el menor y el 
mayor de dichos números. CIERTO/FALSO 
(iii) La media aritmética de un conjunto de 
números debe hallarse más cerca del cen- 
tro del rango del conjunto de números 
que de sus extremidades. CIERTO/FALSO 
a 
Ejercicio 2 Ejercicio 2 
z y (2 minutos) 
+ + a, ¡57 -..» Yn| dos conjuntos de números 


cuyas medias se denotan por Y y Y respectivamente. 


(i) Si yy = ax, + b( = 1, ..., n) donde a y b son números 


reales, ¿cuál será la expresión correspondiente para y en 
términos de 1? 


A bos 
(ii) Si ninguno de los x, es cero y y; = e SMS mm) cesto 
ARE y ; 


? 3 


«1 


significa que y = 


El resultado obtenido en el ejercicio 2(i) tiene un valor práctico 
excepcional puesto que puede ser usado a menudo para obtener 
cálculos numéricos. llustramos lo anterior con tres ejemplos. (continúa en la página 20) 
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Solución 1 Solución 1 
(i) FALSO. La media de un conjunto de números (0, 2j es 
1, el cual no es un elemento del conjunto. 
(ii) CIERTO. Considere el conjunto de números [x1, ..., Xn| 
donde 
X¡<Xx,<»"":<X , 


n> 


entonces 


n 
EAN 
=1 
por tanto 


1 el 
HN DIAS XA MX 
n n 


Xx, EX S Xp> 


(iii) FALSO. La media de un conjunto de números (¿¡10, 10, 


10, 10, 1) es %* = 8,2, el cual se halla más próximo, a 10 
que a 5,5, el centro del rango. 7 
Solución 2 Solución 2 
E ==) 
() Pp APA 


= Zar, + b) + (ax, + b) +++ + (ax, + b)) 


a : nb 
==(X4 + a Eo a) => 
n n 


asiY =ax +b. 
(ii) No. Por ejemplo, si x; 2, x2 = 4, entonces Y = 3, mas 
1 


Yy=3%)y2=1yJ)=3X43. Ed 


(viene de la página 19) 


Ejemplo 2 Ejemplo 2 


Suponga que necesitamos calcular la media del conjunto 101, 
99, 104j. Podemos escribir 


yy =101= 1+100= x, + 100, dondex, =1; 
y, = 9% =-1+100 = x, + 100, donde x, = —1; 
y3=104= 4+ 100 = x3 + 100, donde x3 = 4. 


Usando la ecuación y = ax + b, y poniendo a = 1 y b = 100, 
obtenemos 


ll 
. 
o 
o 
ar 


= 1013. A 
Ejemplo 3 Ejemplo 3 


Suponga que necesitamos calcular la media del conjunto (175, 
75, 50|. Podemos escribir 
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y, = 175 =25x 7 =25x,, donde x, =7; 
y = 75=25x 3 =25x,, donde x, = 3; 
Y3= 50=25x 2=25x,, donde x, = 2. 


Usando la ecuación y = ax + b, con a = 25 y b =0, seob- 
tiene Y = 25X: aquí Y = 4 y por tanto y =25X4=100. Mm 


Ejemplo 4 


Calculamos la media del conjunto (5050, 5075, 5175| escri- 


biendo 
1 = 5050 = 25x, + 5000, donde x, = 2; 


y2 = 5075 = 25x, + 5000, donde x, = 3; 
Y3 = 5175 = 25x, + 5000, donde X3 = 7 
Usando la ecuación Y = ax + b, colocando a = 25 y b = 5000, 


obtenemos y = 25x + 5000. la 
Esto es, hallamos y calculando la media más simple Xx: aquí 
x =4 y por tanto y = 5100. js] 


A menudo nos hallamos ante el problema de combinar dos con- 
* juntos de datos cuya naturaleza es similar. Por ejemplo, sabemos 
que 30 aspirantes han tomado un examen consistente en dos 
trabajos escritos, y que conocemos la media del trabajo Il así 
como la del trabajo II. Por la manera como la media fue definida, 
sabemos de inmediato que la media total del examen puede ob- 
tenerse mediante la suma de las dos medias parciales. 


Generalizando la idea anterior, si la media del conjunto |x,, 
x2, ..., Xn| es Y y la correspondiente al conjunto ly1, y2, 
.., Yn | es y, entonces la media del conjunto 


1 + Yr> a Hb Ya ++ ¿> Xn + Y) 
AS A 
o sea, la media de la “suma” = la suma de las medias. 
En términos más rigurosos; sea S el conjunto de todos los con- 
juntos de n números, y sea la “suma” de dos subconjuntos en 
S definida en la forma que se hace más arriba. Entonces la apli- 
cación 

AA 
es un morfismo de (S, “suma”) hacia (R, +). Como quiera que 
diferentes conjuntos pueden tener la misma media, esta clase 
de aplicación es un homomorfismo. 


Ejercicio 3 

Si la media de un conjunto de m números es Y y la media corres- 
pondiente a un conjunto de n números es y, calcule la media 
del ga combinado de m + n números. |] 

» xn, 
El número 2% , donde x, y, m, n E R, se llama la media pon- 
m>+n 
derada de los números x y y con ponderaciones m y n respecti- 
vamente. En general, definimos la media ponderada de los 
NÚMEroSs Xi, X2, ..., Xn, Con ponderaciones Wi, W2, ..., Wn 
respectivamente, como 
W¡Xy + W,X2 +: + W,X, 
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Ejemplo 4 


Discusión 
Rh * 


Ejercicio 3 
(2 minutos) 


Tema principal 
*.h * + 


Definición 3 


* * 


Las ponderaciones, w,, W2, ... Wn, SON Números cuya natura- 
leza no es necesariamente frecuencias de grupo. (Ya obtuvimos 
una media ponderada en el ejemplo 1: allí, los números x;, 


xo, ..., x7 eran los valores del salario por persona, y las pon- 
deraciones w;,, Wa, ..., wz era el número de personas). 
Mediana 


Otra medida de la tendencia central es la mediana lo cual se 
ilustra a continuación: 
Suponga que en la junta directiva de una compañía privada hay 


un miembro cuyo salario es £2000 anuales 
un miembro cuyo salario es £2500 anuales 
un miembro cuyo salario es £3000 anuales 
un miembro cuyo salario es £3500 anuales 


y el presidente 
cuyo salario es £9000 anuales 


El salario medio es £4000 anuales. “Cualquier compañía que 
pueda ofrecer un salario promedio de £4000 a los miembros de 
su junta directiva se halla en muy buenos términos financieros”. 
Aparentemente valdría la pena tratar de pertenecer a la junta 
directiva. 


La verdad de la situación está en que, con excepción del presi- 
dente, ninguno de los miembros tiene menos de £4000 como 
salario. Aún si se incluye al presidente el “miembro del medio” 
gana solamente £3000, y cualquier persona que intente ingre- 
sar en la junta debería prestar más atención a la cantidad £3000 
que a la media £4000. Vemos que la importancia de valores 
medianos es útil en estos casos. 


Dado un número impar de números colocados en orden ascen- 
dente de valor (o decreciente) existirá un número que ocupa la 
posición del centro; este número se denomina la mediana de tal 
conjunto de números. Por ejemplo, ordenando los elementos del 
conjunto (7, 6, 4, 6, 10;, se obtiene 4, 6, 6, 7, 10; se observa 
que la mediana en este caso es igual a 6. Definamos la mediana 
de un conjunto de datos que contiene un número par de ele- 
mentos como la media aritmética de los dos valores centrales. 


, : E 
Por ejemplo, la mediana de (2, 3, 5, 6,8, 9| será eS 075. 
Ejercicio 4 
(i) Halle la mediana del conjunto de números 
18,4; 4,7; 3,9; 9,3; 2,6; 4,1; 5,1; 4,7 | 

(ii) En un conjunto de números, ¿existe 

siempre uno de ellos que sea igual a la 

mediana? ' CIERTO/FALSO 


(iii) Si mx, es la mediana de (xi, xz, 
-., Xn|, ¿cuál es la mediana, m,, de 
ly, y2, --.» Ynj, donde a y b son 
números reales y y; = ax; + db, 

e ido 
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Definición 4 
 * * 


Ejercicio 4 
(2 minutos) 


(iv) Si x, >0, y y, = 
1 
entonces m, = —. CIERTO/FALSO 
mM, a 
Existen otras medidas de la tendencia central; pero, son de uso 
menos frecuente que la media y la mediana. Serán presentados 
(en beneficio del lector interesado) en el material adicional, 
al final de este texto. 


La medida de la tendencia central de mayor uso es la media 
aritmética; es simple de calcular y fácil de manipular algebraica- 
mente. Existen además buenas razones técnicas (estadísticas) 
que la hacen útil; estas serán discutidas en un curso posterior. 


La mediana también es útil; es simple de calcular y posee las 
mismas propiedades algebraicas de la media (incluyendo la pro- 
piedad de morfismo). Hemos visto un ejemplo en el cual la me- 
dia aritmética no era apropiada para indicar el salario “pro- 
medio” de los miembros de la junta directiva de una compañía 
privada. La mediana dio una mejor aproximación a la verdadera 
situación real del asunto. 


Medidas de dispersión 

En la introducción a esta sección dijimos que nos gustaría tener 
dos números para representar un conjunto de datos. Hemos 
llamado el número que representa el centro, una medida de la 
tendencia central, y hemos dado dos ejemplos, la media y la 
mediana. Ahora nos preocuparemos por aquellos números que 
miden el “esparcimiento”. Los llamaremos medidas de dis- 
persión- 

A fin de discurrir las medidas de dispersión de los datos, alre- 
dedor del número central, presentaremos en primer lugar un 
ejemplo. 


Ejemplo 5 


Horas de sol brillante registradas en Inglaterra y Gales, donde 
el número de horas de sol brillante ha sido expresado como un 
porcentaje de alguna cifra de referencia. La tabla abajo, incluye 
los porcentajes medios durante el mes de febrero de cada año, 
así como el porcentaje medio para todo el año. 


Promedio anual 
(Porcentaje con relación (Porcentaje con relación 
al año utilizado como lal mes de febrero utilizado 
referencia) como referencia) ! 
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Discusión 
*k * 


Tema principal 
*t *xh * 


Definición 5 
hh * * 


Ejemplo 5 


(continúa en la página 25) 


Solución 3 
Si |xi, xe, ...: %m] tiene media Y y |Y1, Y2, ---> Yn | tiene 
media y, entonces (x1, ..., Xms Y1l» ---> Ym | tiene media 
(a, + + +) + O) + c+ Y) MX +) Ñ 
m>+n min" 
Solución 4 


(i) Los dos números que ocupan la posición central son 4,7 y 
4,7. Por consiguiente la mediana es 4,7. 

(ii) Es cierto para el caso de conjuntos con un número impar 
de elementos; pero, es falso en general, para el caso de un 
número par de elementos. 

(iii) Suponga que x, < x,<-**< Xp. Usando las reglas para el 
manejo de desigualdades (Unidad 6, Desigualdades), se 
tiene: , 

Si 
a>0, 
entonces 
ax, < ax, < :*: < OX», 


y 
ax, +b<ax,+b<---<ax, +b; 
si 
a <0, 
entonces 
AX] > 0X2 >: > 0X,, 
Y 


ax, +b>ax+b>-->ax, +b. 
Por tanto o bien 
YJ¡<y¿< Sy 


Y1>2Y2> 02 Yn- 
Si n es impar, sea 

n=2k+1 (ke Z*), 
entonces 

Mi: = Xx4 1 M, = Yx+1 = am, + b; 
si n es par, sea 

n = 2k (ke Z?*), 


entonces 
XL 1 Yk + Yi 1 
QA A, AAA 
_ Ax + b+0Xp41 +b 
2 
= am, + b. 
Por tanto A 


m, = am, + b. 
(iv) Es cierto si n es impar. Si n es impar y 
X¡ <SX2S<:::<Xp- 


Puesto que x; > 0 (1 = 1, ..., n), se sigue que 
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Solución 3 


Solución 4 


1 1 


== > == > ARO > ze 

E al 
(ver Unidad 6, Desigualdades); esto es, y; > y >--- > y,. 
Por tanto la mediana de y, m,, corresponde a la mediana 


de x,m,, y en consecuencia m, = —. 
mx 


Lo afirmado no es en general cierto si n es un número par. 
Por ejemplo, la mediana de |5, 2| es ¿; la mediana de 


(2,3) es ¿, no 1. 5 


(viene de la página 23) 


Las medias de las dos columnas de datos se hallan bastante 
próximas; son 101,3 para la cifra anual y 104,7 para la cifra de 
febrero. Sin embargo, sin necesidad de dibujar un diagrama de 
barras, es aparente que los dos conjuntos de cifras tienen dife- 
rencias bastante acentuadas. En la primera columna las cifras 
presentan diferencias relativamente pequeñas entre sí, mientras 
que en la segunda columna estas presentan diferencias mayores. 
Esto constituye obviamente una característica que permite di- 
ferenciar los dos casos. Por consiguiente desearíamos obtener 
una medida de la “dispersión” en cada uno de los dos casos a 
fin de poderlos comparar. | 


La diferencia entre los números es la medida utilizada para 
medir la distancia entre ellos. Tenemos básicamente dos op- 
ciones: podemos medir las distancias entre todos los números 
siguiendo algún método o, también, la cantidad en que cada uno 
de los números se aparta de algún punto fijo. Un ejemplo de la 
primera opción lo constituye el rango, el cual se define como la 
diferencia entre el mayor y el menor de los números; sin em- 
bargo el rango no es sensible para medir lo que ocurre entre 
estos números extremos y por consiguiente no es una medida 
adecuada para los datos considerados como un todo. Otra posi- 
ble medida es la media del conjunto de todos los números de la 
forma |x,— x;|, donde x; y x, varían sobre el dominio de 
todos los números registrados, con la condición de que x, X xj. 
Pero, no es fácil dar una interpretación al valor numérico de 
esta medida en términos de la forma del histograma. De todas 
formas, existen otras medidas más ventajosas; lo que aquí quere- 
mos significar por “más ventajosas” será discutido en ocasión 
posterior (esto se trata en la Unidad 21). 


Un procedimiento más simple es definir una medida en térmi- 
nos del apartamiento de los números con relación a un número 
fijo, por ejemplo a, ubicado en algún sitio cercano del centro 
del rango: 


lx, = al, lx lA al. 


Para nuestra medida de dispersión se podría utilizar la suma de 
tales números, o, algo más sensible, su media 


1 n 
AN |x, — al. 
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Discusión 
hh * 


Definición 6 
* * 


Si tomamos esta expresión, obtenemos una cantidad cuya 
variación depende de a. Para un a positivo y cuyo valor sea muy 
grande (o negativo y muy grande) se obtendrá una medida dema- 
siado grande. Pero esto es ridículo; estamos tratando de medir 
algo acerca de los datos, no acerca de a. ¿Se puede eliminar a? Sí; 
podemos hacerlo si hacemos que a dependa de alguna manera 
de las x. Podemos, por ejemplo, tomar el valor de a para el cual 


n 

Y |x, — al sea un mínimo. La medida indicará en esta forma 
i=1 

una propiedad intrínseca de las x; puesto que no depende 
de un número arbitrario a. 


Ejercicio 5 


(No utilice demasiado tiempo en la primera parte: lea la solución 
si tiene dificultad en dar comienzo al ejercicio. Vista la solu- 
ción de la primera parte, usted debe estar en capacidad de 
emprender la solución de la segunda parte). 


(i) Para el conjunto de números (6, 7, 2, 2, 4, 10, 1j, ¿qué 
7 


valor de a minimiza y Ix, — al, donde x, toma valores en 
i=1 


el conjunto dado? 


AYUDA: Tome a < 1, por ejemplo —2; luego observe qué 
ocurre a medida que a aumenta de valor. 

(ii) Generalice el resultado anterior para el caso de un conjunto 
ge 0 tn le | 


Si se desea minimizar ) |x;,— al, entonces el ejercicio 5 sugiere 


1 


h 12 z 
que utilicemos ss 13 |x, — m¿, donde a se ha escogido igual a mx, 
i=1 
la mediana de las x. Esta expresión se llama la desviación me- 
dia con respecto a la mediana. Algunos prefieren utilizar la 


Ud: É 2 Ls e 
desviación media con respecto a la media — ) |x;— x|, donde a 
N¡=1 
ha sido escogido igual a x. Aunque este, obviamente, toma en 
consideración los valores de x¡, X2, ..., *n, en la esco- 


gencia de a, no satisface sin embargo la condición de mini- 
n 


mizar ) |x, — dl. 

ES 
Estas medidas se usan ocasionalmente, pero son realmente di- 
fíciles de manipular 'ya que existe cierta dificultad de obtener 
el módulo de cada término. Tomando el módulo hace que la des- 


viación |x,— a| sea positiva o cero para cada una de las 1, y 


por consiguiente la medida de la dispersión nunca es negativa. 
Una manera más conveniente de obtener tal medida consiste 
en elevar al cuadrado cada uno de los términos de la suma, lo 


n 
cual da E (x, — a)? como la medida de la dispersión. De 
i=1 
nuevo tomemos algo que depende de a, y podemos otra vez elimi.- 
nar el efecto de a por el proceso de minimizar la expresión. Se 
puede obtener el valor a de varias maneras; describiremos dos 
de ellas. 
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Ejercicio 5 
(5 minutos) 


Discusión. 
* * 


Definición 7 
k hh *$ 


Deseamos hallar a tal que minimice 
F(a) = (x, — a? + (x, — a? +-+-- +(x, — a)?. 


Usando los métodos de la Unidad 15, Diferenciación II, halla- 
mos que los puntos críticos de F ocurren cuando F'(a) = 0, esto 
es cuando 


2(x, — a) + 2x, — 4) +++ 2x,-—a)=0 


(x, — a) + (2 — a) + -+>+ + (x, — a) =0. 
El valor deseado para a es 
x+Xx+0 0 +x 
n 


La función F tiene un mínimo absoluto en el punto x. Alternati- 
vamente, se escribe F(a) en la forma 


= X. 


Fla) = Y (x, — a) 


i=1 


n n 
= Y xí — 2a Y x,+ na?, 


í=1 ¿1 


' ME Y > 
Si se suma 2 y +] a la expresión, podemos recolectar todas 
n 


i=1 

las a en un término. 
Desde luego, para guardar intacta la ecuación debemos sustraer 
esta cantidad. Ello da como resultado. 

n 1 n 2 il n 2 

Ext Ex - - Ex] A 

¡=1 R¡=1 Mli=1 
El único término que contiene a a es el término del centro, 


elevado al cuadrado. Este alcanzará su mínimo valor cuando 
es igual a cero. O sea, cuando 


3 Xx; = X. 


Por tanto, en este caso, cuando usamos cuadrados, la “mejor” 
selección del valor a es la media; mientras que si se utiliza el 
módulo, la “mejor” escogencia para el valor a es la mediana. 


a= 


n 

Tomamos como medida de la dispersión 2 Y (x, — X)?, La llama- 
mos la varianza. Mi=1 
Registramos la aparición de cuadrados en esta medida, adop- 
tando el símbolo s* para la varianza. En consecuencia 

1 n 

? =- Y (x, — xy 

Ni=1 
s, la cual se toma siempre como positiva, se denomina la desyia- 
ción estándar de los datos. En consecuencia la desviación es- 
tándar es la raíz cuadrada positiva de la varianza. 


Ejercicio 6 


Si el conjunto [x1, x2, ..., xn] tiene media x y varianza s?, 
halle la varianza de [y1,yz2,...,yn |, donde: 
(1) y, =ax,( =1,2,...,n) y a es número real; 


A A E y b es número real; 
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Definición 8 


* $ * 


Definición 9 


h $ $ 


Ejercicio 6 
(5 minutos) 


(continúa en la página 28) 


Solución 5 


(i) Ponga los números sobre una línea (colocamos el número 2 
debajo y sobre la línea a fin de recordar que este número 
ocurre dos veces) 

2 
TENE: 10 


Comience con a menor que el mínimo de las x. Luego 


7 7 
Y lx, — al = Y (x; — a). 
¡=1 


i=1 


Si a aumenta 3, y a<l1l, entonces cada uno de los siete 


7 
términos disminuye en 3. Por tanto ) (x,— a) decrece en 3. 
¿=1 
Este patrón se continúa a medida que aumentamos a en 3 
hasta tanto a se hace igual a 1. En el siguiente paso, |1 — a| 
aumenta en 3 mientras que los seis restantes disminuyen 
en 3; en total el decrecimiento es de 3. Habrá un decreci- 
- miento continuo para cada aumento de a hasta que el nú- 
mero de x menores que a es igual al número de x mayores 


que a; esto es, hasta que a toma el valor 4. 


n 

(ii) Comenzando con a a la izquierda de todas las x, Y Ix; — al 
ií=1 

decrece hasta que, si n es impar, a se hace igual a la media- 


n 
na de las x. Después de que esto ocurre ) |x,— al comienza 
i=1 
a crecer. Por tanto el mínimo ocurre cuando a es la mediana. 
n 


Si n es un número par, ) |x,— aj es constante y tiene su 
i=1 ñ 
valor mínimo para todo a comprendido entre los dos térmi- 


n 
nos centrales de las x. O sea que ) |x, — al también toma 
i=1 
su mínimo valor cuando a es la mediana, pero no es el único 
punto para el cual es mínimo. ls 


(viene de la página 27) 


(iii) y, =ax: +b( =1,2,...,n) y a, b son números reales; 
A 


(iv) y; E (Bi= LL.) a 


Cuando se calcula la varianza sin la ayuda de un computador 
o una máquina de calcular sofisticada, vale la pena utilizar 
métodos abreviados para reducir el trabajo de cálculo. La si- 
guiente identidad da uno de tales métodos el cual es a menudo 
de gran utilidad. 
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Solución 5 


Discusión 
* $ 


Ejemplo 6 
= Y (x? — 2xx, + x?) 


i=1 i=1 


ps 
Pe] 
ÉS 

La 
+ 


= Y x? — 2x(nx) + nx? 
i=1 


n 
= Y xi — nx? 
a 


n 1/ - 2 
= Y x- Y x) . E] 

¡=1 A ¡=1 
Esta identidad nos capacita para calcular la varianza sin tener 
que calcular la desviación existente a partir de la media. 


Ejercicio 7 
(i) Para los datos relativos a días de sol, dados en la página 23 
(promedios anuales), ¿elevaría usted al cuadrado 107, 93, 
96, etc., para calcular la varianza de los datos? 
(ii) ¿Qué haría usted primero y por qué? 
(ii) Halle la varianza de los datos. 


Resumen 
Concluyendo, notamos que si a es la mediana de las x, la can- 


n 
tidad y lx; — a), es minimizada, y podemos considerar este 
i=1 
hecho como una de las propiedades de la mediana cuando se la 
considera como una medida de la tendencia central. De igual 


n 
manera, a = xXx minimiza ) (x,— a)?, dando origen a una de 
i=1 


las propiedades de la media. 


16.2 EXPERIMENTOS CUYO RESULTADO ES 
UNA SERIE ALEATORIA 


16.2.0 Introducción 


Hoy en día muchos aviones cuentan con sistemas automáticos 
de aterrizaje. Algunas veces se presenta una falla y todo comien- 
za a marchar mal; si esto ocurre, la nave puede verse envuelta en 
serias dificultades. Puede incluso verse envuelta en un acci- 
dente. A fin de conservar nuestro sentido de apreciación con- 
sideremos cuidadosamente qué es lo que se halla en juego. 


Si el sistema automático de aterrizaje falla durante el vuelo, no 
es importante, puesto que el piloto puede aún conducir el aterri- 
zaje por sí mismo. Si ocurre después del contacto con la pista, 
las consecuencias no son de importancia. En otras palabras, el 
único momento en que el avión corre un riesgo es durante unos 
30 segundos críticos. Nadie es capaz de garantizar absoluta se- 
guridad en el aire, no mayor de la que se puede garantizar 
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Ejemplo 6 


Ejercicio 7 
(3 minutos) 


Resumen 
* 


16.2 


16.2.0 


Introducción 
* * 


(continúa en la página 31) 


MB 16.1.2 


Solución 16.1.2.6 Solución 16.1.2.6 


(i) Si |x1, xa, ..., xn] tiene media x, entonces [y,, y2, 
-., Yn | tiene media ax. (Ejercicio 4). Por consiguiente la 
varianza de las y es 


1o.£ p 
- Y 0 - axy 
RN ¡=1 
1 2 
=- Y (ax, — ax) 
R¡=1 
los 2 
=-a? Y (x — X) 
R ¡=1 
= ae 


Este resultado era de esperarse puesto que las y equivalen 
al conjunto de las x cuando este ha sido sometido a un dis- 
tanciamiento de sus elementos en una cantidad a. 

(ii) Si |x1, x2, ..., xn] tiene media X, entonces |y1, Y2, ---, 
Yn | tiene media x +b. (Ejercicio 4). Por tanto la va- 
rianza de las y es 


pue Ñ 3 

FS , 
Je a di 
Ao 
EA qu 2 
ns X; — X) 
== sí, 


En consecuencia al sumar una constante a cada uno de los 
términos no altera el valor de la varianza; esto era de es- 
perarse ya que este camino no altera el esparcimiento de 
los elementos. 

(iii) Hemos demostrado en (ii) que al sumar b a cada uno de 
los términos no afecta el valor de la varianza; y en (i) vimos 
que el multiplicar cada término por a produce un cambio 
en el valor de la varianza equivalente a multiplicar ésta 
por a?. El efecto total, entonces, es que la varianza es 


atsé, 
Ñ 1 x 
(iv) o 
Sxz Sx 
z 5 1 x 
o sea que es un caso especial de (iii) con a=— y b= -—. 
Sy Ss 
La varianza es por consiguiente 
1 2 
—| x (la varianza de las x) 
x 
2 
(1 2 
=|-] xs 
(2) 
=1 ES 
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Solución 16.1.2.7 Solución 16.1.2.7 


(i) No. 

(ii) Restar 100 de cada una de las lecturas; esto hace los nú- 
meros más fáciles de manipular sin afectar el valor de la 
varianza (ejercicio 6(1i)). 

(iii) Restando 100 de cada uno de los valores se obtiene: 


10 


2 
E x] = 169 


pa] 


== = 16,9 
10 


e 19 109" 
n i 


i=1 


Usando el resultado del ejemplo 6, tenemos: 


10 10 1 10 2 
A + A 
i=1 i=1 M¡=1 
= 431 — 16,9 
= 414,1 
10 
varianza = A (x; — xy? ; 
=:41,41 E 


(viene de la página 29) 


cuando se viaja en tren o por carretera. El Air Registration 
Board (A.R.B.) está por consiguiente dispuesta a tolerar una 
cierta proporción de fallas; pero dicha proporción es tan pe- 
queña como lo es una falla en 10.000.000 de pruebas. Para tener 
una apreciación clara de lo pequeña que es, suponga que en una 
hora se produce un solo aterrizaje, día y noche desde la época de 
Guillermo el Conquistador; entonces, en promedio, el primer 
fracaso en un aterrizaje estaría por ocurrir en la época actual. 
De hecho, mientras que la rata de fracaso aceptada por la A.R.B. 
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es 1 en 10 millones, dicha rata adoptada por los fabricantes en 
el diseño es de 1 en 100 millones, en el Reino Unido. 


La única forma de poder comprobar, en forma directa, si los lí- 
mites de tolerancia están siendo cumplidos, sería producir 10” 
aterrizajes uno a continuación del otro (y esto no sería en modo 
alguno prueba definitiva). Pero como es obvio que un experi- 
mento tan gigantesco no puede ser llevado a cabo, estaremos 
interesados en saber cómo se comportan los resultados de tal 
experimento, así como la clase de predicciones que se pueden 
hacer acerca de dicha situación. Después de todo si no existe 
una manera de comprobar si las condiciones exigidas por la 
A.R.B. se cumplen o no, entonces tales condiciones carecen de 
un valor práctico. 


Un resultado tal que no tenemos medios de predecirlo se dice que 
es aleatorio. El concepto de aleatoriedad es fundamental en la 
teoría de probabilidades. En relación con nuestro ejemplo del 
avión, debemos registrar O cada vez que el avión tenga un aterri- 
zaje sin contratiempos y 1 cada vez que se presente dificulta- 
des en el equipo de aterrizaje. Si el experimento se repite un 
gran número de veces, obtendremos una secuencia de ceros con 
posiblemente escasos unos intercalados. Este es un ejemplo del 
tipo de secuencia que tiene tal importancia en la teoría de 
probabilidades que vamos a sugerir un número de formas sen- 
cillas como se puede obtener, y luego consideraremos algunas de 
sus propiedades. 


La mejor manera de tener alguna idea de su comportamiento es 
la de realizar un experimento que comparta con el ejemplo hipo- 
tético de los aviones, la propiedad de que su resultado sea apa- 
rentemente impredecible. El experimento convencional de este 
tipo es el de lanzar repetidamente al aire una moneda; si el 
resultado del lanzamiento es “cara” registre 1. Si el resultado 
es “sello” registre 0. 


16.2.1 Un experimento 


Como una variación del experimento convencional sugerimos 
al lector llevar a cabo con un amigo un juego de adivinanzas 
(o haga sus propias adivinanzas). El siguiente es el procedi- 
miento. ] 


Tome un mazo de cartas, barájelas, y descúbralas una por una. 
A medida que cada carta es descubierta, su amigo, quien no 
debe ver las cartas, trata de adivinar el palo al cual la carta per- 
tenece. Si él (o ella) adivina el palo, registre 1, de lo contrario 
registre 0; el registro de unos y ceros se hace en el orden con 
que ellos ocurren. 


De esta manera usted construirá una secuencia de 52 ceros y 
unos. Baraje las cartas y nuevamente proceda en la forma indi- 
cada. Continúe hasta que haya completado 500 resultados (des- 
pués de apenas 10 pasadas del naipe). Registre estos resultados 
en forma ordenada, ya que nos referiremos a ellas nuevamente 
en las unidades posteriores del Curso Básico. 


Existe ahora una serie de investigaciones que nos gustaría que 
el lector llevara a cabo en los datos obtenidos. 
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Definición 1 
* * 


16.2.1 


Tema principal 
* * 


MB 16.2.1 
Análisis de los resultados del experimento 
Frecuencia relativa de 1 


Divida la secuencia obtenida en grupos de 20 resultados cada 
uno; tendrá así 25 grupos en total. Sea 


m, el número de 1 en el primer grupo, 


m2 el número de 1 en el segundo grupo, 


m25 el número de 1 en el último grupo. 


Ahora dibuje los puntos cuyas coordenadas son 


[2 E = (20, proporción de 1 en los 
primeros 20 resultados), 


Mm, +m 
[4 m4) = (40, proporción de 1 en los 
primeros 40 resultados), 


= (60, proporción de 1 en los 
primeros 60 resultados), 


[so 


m,+m, to) 


60 
etcétera. 


Completará así 25 puntos. Estos puntos forman parte de la grá- 
fica de la función 


n——> (frecuencia relativa de 1 en los primeros n resultados), 


donde por “frecuencia relativa de 1” queremos decir la propor- 
ción de veces en que el resultado fue 1. 


Esperamos que las siguientes afirmaciones sean correctas para 
los puntos obtenidos por el lector (aun cuando éste debe recordar 
que no los hemos visto). 


(i) A medida que el lector avanza en la secuencia de puntos, 
estos se mueven hacia arriba y hacia abajo del papel de 
dibujo en una forma irregular; 

(ii) No dejan de ser erróneos; pero, 

(iii) A medida que el lector avanza hacia la derecha, las oscila- 
ciones se hacen más pequeñas. 

(iv) Los puntos parece que se estabilizaran; o sea que da la im- 
presión de que si la serie se continúa indefinidamente, ' 
ésta tendría un límite. 


El hecho más importante está en que la serie parece que sí 
tiene un límite. Es extraordinario que estos resultados, aparen- 
temente irregulares e impredecibles, de hecho tienen este tipo 
particular de irregularidad, la cual es tan fuerte que nosotros 
debiéramos estar en capacidad de predecir el comportamiento 
cualitativo de la gráfica del lector con muchos meses de anterio- 
ridad al del día en que la dibujó. En realidad, es posible ir más 
allá y hacer algunas predicciones cualitativas, aunque con 
menor seguridad. Si fuera necesario predecir el punto final ob- 
tenido por el lector, diríamos que se halla entre y = 0,2 y 
y = 0,3. Si fuéramos un tanto osados, marcaríamos los límites 
del intervalo con mayor precisión y diríamos que entre 0,22 y 
0,28. Bajo la suposición de que los resultados por usted obtenidos 
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no constituyen una rara excepción (y puede darse algunos resul- 
tados excepcionalmente raros entre, digamos, 7000 experimen- 
tos), es ciertamente admirable el que podamos hacer cualquier 
clase de comentario acerca de una situación de esta naturaleza. 
Sólo se pueden hacer predicciones cuando existe un patrón de 
regularidad. Hemos predicho. Si hemos predicho con éxito, 
esto constituye una evidencia empírica de que existe un patrón 
definido y alguna clase de regularidad, con la condición de que 
nos enfoquemos en la dirección adecuada: y la correcta direc- 
ción es a través de la serie de frecuencias relativas; esto es, la 
secuencia cuyo k-ésimo miembro es el número de 1 presentes en 
los primeros k resultados, dividido por k. 


Sorteando términos 


Ahora tome la secuencia original de 0 y 1 (en adelante la llamare- 
mos la secuencia 500) y forme tres subsecuencias de la manera 
siguiente: Ponga en una secuencia, llamémosla A, los elementos 
de la secuencia original que ocupen las posiciones 1, 4, 7, 10, ...; 
en otra secuencia, B, aquellos elementos que ocupen las posicio- 
nes 2, 5, 8, 11, ...; y, en la tercera secuencia C, los elementos 
cuya posición es 3, 6, 9, 12, .... Finalmente construya una sub- 
secuencia D, de la siguiente manera: Lance un dado (6 caras) 
y, si (por ejemplo) el resultado es un 4, ponga el cuarto elemento 
de la secuencia original en D. Lance el dado de nuevo, y si (por 
ejemplo) el resultado es 3 cuente, a partir del cuarto, 3 elementos 
de la secuencia original y lleve este último a la secuencia D (el 
séptimo elemento de la secuencia original en este caso). Continúe 
los lanzamientos y la selección de elementos de la secuencia D 
hasta que llegue al final de la secuencia 500. Calcule la frecuen- 
cia relativa resultante para A, B, C, D. ¿Son estas frecuencias 
aproximadamente iguales? Si todas ellas están comprendidas 
en el intervalo 0,15, 0,35 ó por lo menos entre 0,1 y 0,4, se puede 
concluir que ellas son aproximadamente iguales. 


Cadenas 


Cuando se lanza una moneda es común creer que una sucesión 
continua de sellos hace mayor la posibilidad de obtener una cara, 
en el siguiente lanzamiento. (Esto se denomina algunas veces 
como la “ley de promedios”; pero ella es una falacia y no una ley 
como algunos jugadores han descubierto a costa de sus bolsillos). 
Para ver si existe alguna base que soporte esta creencia, el lector 
puede tomar nuevamente los datos empíricos. Tome nuevamente 
la secuencia y, cada vez que se encuentre con una serie de tres 
ceros seguidos, considere el siguiente elemento como pertene- 
ciente a una secuencia diferente. Por ejemplo, si la secuencia 
500 del lector luce como 
nn Fada 
1,:0,/0, 1,0,0,0, Q,1:1,:0,0,0, 1,000,000, 0... 
E E 

los dígitos que usted debe registrar en la nueva secuencia apare- 
cen en rojo. Note que un mismo cero puede aparecer en más de 
una cadena de tres ceros. 


Suponga que el número de dígitos en su nueva secuencia es x. 
El lector puede calcular la frecuencia relativa de 1 para toda la 
secuencia. Divida ahora, la secuencia 500 en grupos de x dígitos; 
calcule la frecuencia relativa de 1 para cada uno de estos grupos 
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por separado (hallando así un número de frecuencias relativas), 
luego determine si la frecuencia relativa de la nueva secuencia 
es diferente de las calculadas para los grupos de x dígitos. Si la 
aparición de tres ceros seguidos favorece la presencia de 1, en- 
tonces la nueva secuencia tendrá una frecuencia relativa que 
será notoriamente mayor que la de los grupos de x dígitos. 


Resumen 


La sucesión de 0 y 1 producida por el lector, a pesar que a pri- 
mera vista luce completamente caótica, tiene una forma curiosa 
de regularidad; su serie de frecuencias relativas da la sensación 
de dirigirse hacia un límite; y, las subsecuencias, seleccionadas 
de acuerdo con las diversas reglas, poseen frecuencias relativas 
cuyo valor es aproximadamente igual. Tal secuencia—completa- 
mente impredecible para un número pequeño de términos, mas 
predecible cuando el número de términos es suficientemente 
grande—se denomina serie aleatoria. Este concepto tiene un 
papel muy importante en probabilidad y estadística. 


Hemos tomado una situación en la cual el azar y el trabajo de 
adivinanza producen un comportamiento aleatorio el cual es im- 
predecible excepto cuando se considera el valor de la frecuencia 
relativa de la ocurrencia de una situación dada. Existen otras 
muchas situaciones en las cuales nos vemos enfrentados con 
cierto efecto inherente, el cual es impredecible; por ejemplo, la 
disolución de un núcleo radiactivo, la emisión de rayos X, la in- 
cidencia de una enfermedad, etc. Hay una corriente del pensa- 
miento la cual sugiere que tales efectos son impredecibles apa- 
rentemente debido a que aún no conocemos su mecanismo con 
suficiencia. Esto puede ser cierto; pero, el no saber acerca de su 
mecanismo es una falla académica; de todas maneras, aún si 
conociéramos el mecanismo (como en el caso de la moneda), este 
no es suficiente por sí mismo para hacer predicciones. La única 
manera mediante la cual podemos analizar dichos efectos es con- 
siderándolos como eventos aleatorios al igual que el juego de 
adivinanza de cartas. 


Ejercicio 1 


(i) ¿Puede, el lector, imaginar otras situaciones en las cuales 
los eventos se comportan al azar, a pesar de que dado el 
caso de un completo conocimiento de la situación permi- 
tiría el analizarlo como un problema inflexible de causa y 
efecto? 

(1i) ¿Puede imaginar una situación en la cual dependamos com- 
pletamente del azar? 

(ii) ¿Puede imaginar una situación en la cual hacemos lo posi- 
ble para hacer los eventos aleatorios en forma deliberada? 
E 
Uno de los inconvenientes propios de la aleatoriedad es el de que 
constituye una verdadera molestia cuando no deseamos que se 
halle presente; pero cuando la necesitamos, es difícil de obte- 
ner. De hecho existen varias tablas especiales de números alea- 
torios los cuales se usan con frecuencia. El lector sabrá proba- 
blemente que existen máquinas especiales para generar números 
aleatorios—ERNIE es un ejemplo; esta última escoge los números 
ganadores de unas pólizas. 
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Resumen 
* 


Definición 2 
* * 


Ejercicio 1 
(2 minutos) 


Discusión 
* * 


(continúa en la página 36) 


Solución 1 


(i) La forma como el sexo y las características genéticas son 
determinadas. 
La edad en que las personas mueren. 
El momento exacto en que las personas realizan llamadas 
telefónicas. 
El movimiento de las moléculas de un gas. 

(ii) Dependemos de las emisiones al azar de neutrones para 

hacer que la bomba atómica explote. 
Un caso particular de dependencia en el azar, ocurrido en el 
King's College de Londres, donde el espacio de aparcadero 
era limitado. A los altos dignatarios se les permitía traer 
sus carros al colegio dos veces por semana y se dejaba al 
azar la distribución equitativa de los carros en el apar- 
cadero. 

(iii) Tratamos de obtener aleatoriedad con el uso de ERNIE (la 
máquina selectora de los ganadores de premios); con la 
construcción de un dado; con la selección del personal de 
encuestadores para una inspección por muestreo; etc. E 


(viene de la página 35) 


Para finalizar, mencionamos algunos casos en los cuales la alea- 
toriedad es lo último que deseamos se halle presente; de hecho 
es tan poco deseable que nos olvidemos totalmente de su exis- 
tencia allí. Suponga un físico interesado en medir la aceleración 
debida a la gravedad, g; como el lector estará seguramente en- 
terado, esta medida se obtiene tomando el tiempo empleado por 
un péndulo en una oscilación. Si el lector llevara a cabo el experi- 
mento obtiene una respuesta. Si vuelve a repetir el experimento, 
tendrá otra respuesta. ¿Son estos dos resultados iguales? ¿Es 
razonable esperar que sean iguales? 


Ahora bien, un investigador descuidado puede obtener un con- 
junto de resultados completamente disímiles. Por tanto debe 
tener un cuidado mayor a fin de que los resultados sean más 
parecidos entre sí. Pero, ¿podría llegar a eliminar la variación en 
los resultados completamente? Muy raramente logrará esto. La 
longitud de la suspensión del péndulo puede depender de la tem- 
peratura; mas, ¿puede mantenerla constante dentro de una va- 
riación cuya exactitud se mida con una precisión de, digamos, 
6 cifras decimales? ¿Podría aún medir la variación con tal exac- 
titud? 

El período de oscilación depende levemente de la longitud de 
onda oscilatoria. ¿Puede ésta ser controlada dentro de una preci- 
sión de 6 cifras decimales? La onda de oscilación misma puede 
causar una pequeña “distensión” en la suspensión del péndulo. 
El cronómetro mismo debe estar limitado a una cierta capacidad 
de cifras decimales. Es muy difícil saber con exactitud cuándo 
un período de oscilación termina completamente. Como quiera 
que lo contemplemos, debemos resignarnos a aceptar un pequeño 
factor cuyo control se nos escapa; en otras palabras debemos 
aceptar la aleatoriedad. El fabricante de piezas para aviones no 
cuenta con la certeza en su trabajo; no existe la certeza para los 
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Solución 1 


científicos quienes miden g. Y comparando con la medición de g, 
muchos procesos “exactos” y “controlados” son crudas aproxi- 
maciones sin duda alguna. 


¿Quiere lo anterior decir que no existe algo que podamos hacer? 
¡No! Desde el momento que admitamos un cierto grado de alea- 
toriedad como inevitable, podremos ver un método que al menos 
mejore la situación. En efecto, dado un cierto número de valores 
resultantes de medir g, podemos elegir como el valor que repre- 
sente a g una de las medidas de la tendencia central. De manera 
intuitiva notamos que esta nos da una estimación “mejor” del 
valor de £ que la obtenida si tomásemos una de las mediciones 
al azar. 


Habiendo explicado, aunque en forma intuitiva, lo que es una 
secuencia aleatoria y habiendo considerado algunas de sus pro- 
piedades, trataremos de explicar qué se entiende por probabilidad. 


16.3 PROBABILIDAD 


El experimento descrito en la adivinanza de cartas de naipe, en 
la sección anterior, esperamos haya convencido al lector de que: 


(i) los resultados de un ensayo en particular (adivinanza del 
palo en nuestro caso) son predecibles; 

(ii) en un experimento consistente de una serie de ensayos in- 
dividuales, y resultante en una serie de O y 1, esta secuen- 
cia es aleatoria; 

(iii) no por ello la secuencia de frecuencias relativas de 1 parece 
tener un límite. 


(Se debe advertir en forma clara que lo anterior es un resultado 
empírico, y que además la palabra “límite” se usa con el sentido 
que le da el común de las gentes en su lenguaje diario más 
bien que en un sentido matemático —esta es la razón por la cual 
parece está en itálico.) El valor numérico de dicho “límite” se 
llama la probabilidad del resultado en el cual estamos interesa- 
dos. Por ejemplo el experimento de la adivinanza de cartas pro- 
duce una secuencia de frecuencias relativas para los aciertos. 
Esta serie parece tener un límite comprendido en el intervalo 
[0,2; 0,3]. Decimos que la probabilidad de adivinar correcta- 
mente el palo de una carta, se halla en tal intervalo (sentimos 
que si se prolongara el número de ensayos estaríamos en condi- 
ción de localizarla en forma más exacta). 


La anterior no constituye una definición “formal” de la proba- 
bilidad, por ser demasiado vaga. Ella no capacita a persona al- 
guna para que pueda determinar el valor exacto de la probabili- 
dad. Aun en el supuesto de que el número de ensayos se pueda 
prolongar indefinidamente de forma tal que la serie de frecuen- 
cias relativas se estabilice, esto nunca determinará el verda- 
dero límite puesto que sólo podemos realizar un número finito de 
ensayos. Sin duda, sólo puede ser una presunción de nuestra 
parte el creer que la frecuencia relativa tenderá a un límite a 
medida que el número de ensayos crece indefinidamente. Existe, 
sin embargo, una objeción con mayor fundamento. 


En la Unidad 7, Sucesiones y límites I, una serie u;, uz, Uz, ... 
se dice que tiende hacia un límite p si, para cualquier número 
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16.3 


Discusión 
* * 


pequeño «e > 0 todos los términos más allá del n-ésimo término 
(para algún n dependiendo de e) se hallan comprendidos dentro 
del intervalo [p — e, p +e]. Más aún, esto ha de ser cierto, 
no importa: lo pequeño que se haga e. Para las secuencias alea- 
torias nada es cierto. No importa lo grande que se haga n, siem- 
pre es posible que la frecuencia relativa después del n-ésimo en- 
sayo se halle por fuera del intervalo [p — e, p + el; es claro 
que si ello fuese imposible, la secuencia no sería aleatoria. 


Mientras que con la frecuencia relativa no hay certeza de que se 
halle dentro del intervalo [p — «e, p + e] después del n-ésimo 
ensayo, es mayor la opción de que lo haga a medida que n au- 
menta. Sin embargo, no podemos basarnos en esto para proveer 
una definición de probabilidad, puesto que hemos usado la frase 
“mayor posibilidad”, y, ¿qué significa esto además de “más 
probable”? No podemos decir “si la probabilidad de un evento 
crece con n, entonces definimos la probabilidad como ...”; esto 
sería incluir lo definido en su definición. 


Pero mientras que una definición formal nos elude, hemos ad- 
quirido una buena idea intuitiva de la frecuencia relativa y de 
la forma como ella se hace más estable a medida que n crece. 
En un sentido idealizado, podew.ys pensar de la probabilidad 
como el valor que toma la frecuencia relativa en el límite. Si en 
la práctica con un caso finito debemos decidirnos por algún valor, 
entonces la posibilidad de que estemos muy errados no es grande. 


Posdata 


“El hecho de que algunas palabras hayan sido explicadas y que 
otras difíciles sean dejadas de lado es más que satisfactorio, ya 
que, sobre tal tema, no existe norma para el conocimiento ni para 
la ignorancia”. 


Augustine Birrell 
Editor's note to 
The Poetical Works 
of Robert Browning 


16.4 MATERIAL ADICIONAL 


El lector puede omitir el siguiente material si se halla corto de 
tiempo. 


16.4.1 Otras medidas de la tendencia central 


Hemos mencionado la media y mediana como medidas de la ten- 
dencia central puesto que eran las más importantes. Además 
existen las siguientes medidas: 


(i) Podemos tomar el punto medio de dos valores extremos. 

(1i) Podemos tomar el valor que ocurra con mayor frecuencia; si 
los datos se hallan representados por un histograma con 
igual intervalo de grupo, podemos tomar el grupo que ocurre 
con la mayor frecuencia (o, más exactamente, algún valor 
adecuado dentro del grupo). Esta medida se llama moda. 
(Note que puede haber más de una). 
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16.4.1 


Discusión 
* 


Definición 1 
* 


(iii) Si los números x;, x2, ..., xn son todos positivos pode- 
mos tomar su media geométrica, la cual se define como 


IA 


(iv) Si los números x,, x2, ..., xn son todos positivos, pode- 
mos tomar la media armónica, h, donde 
le Es 1 1 
ho nx Xa xs 


Consideremos cada una de estas medidas en su orden. 


El punto medio de los extremos tiene ventajas obvias; viene de 
golpe en el centro del rango de los datos, y por tanto es un punto 
central en el sentido usual de la palabra. De otra manera, no in- 
dica la forma como los datos se disponen dentro de los dos extre- 
mos. Si es importante saber cuando los números se agrupan más 
hacia uno de los lados extremos, entonces obviamente no eligire- 
mos el punto medio como una medida de la tendencia central. 


La moda presenta también sus ventajas: representa el grupo 
“favorito”. Pero en cambio el saber cuál es la moda no da infor- 
mación alguna acerca de los grupos diferentes de la moda (excep- 
to el que ellos ocurren con una frecuencia relativamente menor 
que la del grupo modal). 


Las dos medidas anteriores en cierta forma se complementan. 
El punto medio dice algo acerca de los valores extremos pero, 
nada acerca de los valores en el medio; la moda nos indica cuál 
es el grupo “favorito” (usualmente se halla en alguna parte en el 
medio —pero no necesariamente) y muy poco acerca de los grupos 
en los extremos. 


La media geométrica depende de cada uno de los números, por 
tanto dice algo acerca de los datos como un todo; algunas veces 
la utilizan los economistas. Sin embargo, se halla muy afectada 
por el tamaño del número más pequeño si éste se halla en la ve- 
cindad de cero, debe usarse con mucha precaución. 


La media armónica de dos números se usa para interpolar ciertas 
funciones tabuladas; se usa poco en otras situaciones. 
Ejercicio 1 
Decida si cada una de las siguientes afirmaciones es cierta o 
falsa. 
En cada caso suponga que x, > 0, y, > 0( = 1,2,...,n). 

(i) Si k es un número real y 


YA=x+k  (i=1,2...,m), 


entonces 
(media geométrica de y¡,Y2,...,Yn) 
= k + (media geométrica de x¡, x2, ..., Xn). CIERTO 

(1i) Si a es un número positivo y FALSO 

Y; = ax; (E= 1,2. A) 

entonces 
(media geométrica de y;,Y2,...,Yn) CIERTO 
= a xXx (media geométrica de x,,xX2,..., Xn). FALSO 
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Definición 2 
* 


Definición 3 
* 


Ejercicio 1 
(3 minutos) 


MB 16.4.1/16.4.2 


(111) Si 


yz =1 22.1), 
entonces 
(media geométrica de y¡,Y2, ---,Yn) 
1 CIERTO 
” (media geométrica de x;, X2, ..-, Xn) a 
16.4.2 Relaciones entre las medidas de la 16.4.2 


tendencia central 


Exceptuando la media armónica, tenemos cinco medidas diferen- 
tes de la tendencia central. Si calculamos todas estas medidas 
para un conjunto dado de datos, obtendremos en general, cinco 
respuestas diferentes; por tanto es lógico que estudiemos las re- 
laciones existentes entre ellas —si las hay. 


Primero que todo, los datos pueden ser simétricos con respecto 
a un número c; esto quiere decir que podemos constituir pares 
de x tales que el número c se halla exactamente en el punto me- 
dio de las x que constituyen el par. En otras palabras, el gráfico 
de los datos es una imagen de sí mismo como si la línea a través 
de c fuese un espejo. Es claro que en este caso: 


c es la media de los números; 
c es la mediana de los números; 
c es el punto medio de los dos valores extremos. 


Si existe una única moda, ésta también será c; y si existen dos 
modas, c es la media de ellas. 


La media geométrica (para las x positivas), de otra parte, no es 
igual a.c. 

Si los datos no son simétricos, las cinco medidas usualmente 
tienen valores diferentes. Casi nada puede decirse, acerca de la 
relación existente entre estas cinco medidas, excepto que la 
media geométrica debe ser menor o igual a la media aritmética 
—véase el ejercicio a continuación. 


Ejercicio 1 Ejercicio 1 
Ñ A q Ñ (2 minutos) 
(i) Dados dos números positivos, xi; y x2, ¿qué puede usted 


concluir acerca del signo de (x, — x2)?? 
(ii) Teniendo presente que 


(a, — x2)? = xi — 2x,X2 + x3, 
¿qué puede usted deducir a partir de (i) con respecto a 
xi 2d + 203) 
(iii) Deduzca de la respuesta en (ii) que 
(6, + xa) > die, 
y concluya que 


la media aritmética de x,, x2 > la media geométrica de 
X1, X2-+ 


(iv) ¿Cuándo serán la media aritmética y geométrica iguales? 


da 
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16.43 Resumen 


Resumiendo, existe más de una medida de la tendencia central; 
y, en general, toman valores diferentes para un mismo conjunto 
de datos, a menos que el conjunto de datos sea simétrico. No 
existe una norma universal para la “correcta” elección de la me- 
dida; es necesario decidir por nuestra cuenta qué es lo que desea 
saber y por qué se desea saberlo. 


Si el lector fuera un economista empleado del gobierno, estaría 
preocupado por la capacidad de adquisición del público y en 
consecuencia estaría pensando en términos de ingreso medio. Si 
usted fuera un candidato para una posición en la cual la estruc- 
tura de la escala de salarios fuese tal que estos se concentran 
hacia uno de los extremos, estaría dispuesto a considerar las 
medianas. Si se tratase de una persona adivinadora de la suerte 
estaría inclinado a pensar en términos de la moda y ello maximi- 
zaría su oportunidad de acertar. No obstante, los anteriores 
ejemplos no constituyen una regla; son simples guías—indica- 
ciones de que no existe alternativa para una correcta evaluación 
por sí mismo. Tenga primero una idea muy clara de su pregunta, 
y luego es muy probable que la elección se resuelva por sí misma. 
Basados en consideraciones puramente matemáticas se podría 
pensar en preferir aquellas medidas que sean fáciles de calcular 
—por ejemplo, la media. 
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16.4.3 


Resumen 
* 


MB 16.4.1/16.4.2 
Solución 16.4.1.1 Solución 16.4.1.1 


(i) FALSO. 
Por ejemplo, 2 y 18 tienen como media geométrica V2 X 18 
= 6. Tomando k =7,2 +7 y 18 + 7 tienen como media 
geométrica 


y9 x25=15 


A6+7. 
(ii) CIERTO. 


La media geométrica de las y 


=V/ Y1Y2"**Yn 
= JOA “Xp 


= a X (media geométrica de las x). 
(iii) CIERTO. (Note que x, + 0 ( =1,2,...,n).) 


la media geométrica de las y 


= Y YiY2*"Yn 


Se 1 
y X1X2 Xn 
1 
(EE EQ a 
(media geométrica de las x) 
Solución 16.4.2.1 Solución 16.4.2.1 


(1) (x1 — x2)? no puede ser negativo; por tanto 
(x, — x2)? > 0. 

(ii) 0< (x, — x3)? =x?— 2x,X2 + xÍ, 

tal que 
x? 4 2x1X2 + x=x?— 2x,Xx, + x2 + 4x,x2 
> 4x,x>. 
(ii) (x, +x2)? = x? + 2x,x, + x3 
> 4x,X2, 


de tal manera que tomando la raíz cuadrada positiva a cada 


lado, 
Xx, +X2>2/X,X2. 
Por tanto la media aritmética 


_X¡ +) 
2 


> ./x,x, = media geométrica 
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o sea, media aritmética > media geométrica. 
(iv) Si media aritmética = media geométrica, entonces 


Xx; + X Nr 
A 


(x, 7 a == Ax Xx» 
xi—2x1x2+xi=0 
(x, — xx =0 


X= M2: A 
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M 100 — UNIDADES DEL CURSO BASICO DE MATEMATICAS 


DO 31500004 0NA 


Funciones 

Errores y exactitud 
Operaciones y morfismos 
Diferencias finitas 

NO HAY TEXTO 
Desiguales 

Sucesiones y límites 1 
Computación 1 

Integración I 

NO HAY TEXTO 

Lógica 1 — Algebra de Boole 
Diferenciación I 
Integración II 

Sucesiones y límites II 
Diferenciación II 
Probabilidad y estadística 1 
Lógica II — Prueba 
Probabilidad y estadística II 
Relaciones 

Computación Il 
Probabilidad y estadística TI 
Algebra lineal 1 

Algebra lineal II 
Ecuaciones diferenciales 1 
NO HAY TEXTO 

Algebra lineal HI 

Números complejos 1 
Algebra lineal IV 

Números complejos II 
Grupos I 

Ecuaciones diferenciales II 
NO HAY TEXTO 

Grupos II 

Sistemas numéricos 
Topología 

Estructuras matemáticas 


